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Résumé :

L'interrogation flexible a pour objectif de prendea
considération des préférences de l'utilisateur ddes
requétes adressées a des bases de données usilielles.
se fonde sur la théorie des ensembles flous. Le
traitement conjoint de préférences et de cardémlit
dans les requétes nous a conduits a définir leeginc

d’'entier graduel ¥f). Ce cadre a ensuite été étendu en

Z; et Qy, afin de pouvoir traiter des questions

comportant des différences et des divisions. Dans c
papier, nous étudions comment définir des relations
d'ordre entre ces nombres graduels et comment
composer des prédicats utilisant de telles relation

Mots-clés :
Interrogation flexible, nombres graduels,
d’ordre, conjonction, disjonction.

Abstract:

Based on fuzzy set theory, flexible querying enable
users to express preferences inside requirements.
Quantifications and preferences on data have letb us

relation

define the notion of fuzzy integeril{). This framework

has been extended # andQy, in order to dealing with
queries based on difference or division operatidns.
this paper we study how to define fuzzy order retet
between such fuzzy numbers and how to compose
predicates using these fuzzy order relations.

Keywords:
Flexible querying, gradual numbers, order relation,
conjunction, disjunction.

1 Introduction

Cet article se place dans le cadre de
I'interrogation flexible [1] de bases de

le traitement fait apparaitre le concept de
multi-ensemble flodi7].

Dans[8] nous avons proposé une approche qui
caractérise les multi-ensembles flous et permet
de traiter de maniere uniforme les ensembles,
ensembles flous et multi-ensembles. Cette
construction s’appuie sur le concept d’entier

naturel graduel Nj;) qui correspond a une

cardinalité d'un ensemble flou. Par la suite
[9][12] nous avons défini un cadre plus
général, basé sur l'ensemble des entiers

relatifs graduels 4;), dans lequel il est

possible de définir des différences exactes
entre entiers graduels. L'intérét de cette
démarche est d'offrir une base algébrique

permettant la composition de calculs. Enfin,

a été prolongé erf)s [13], I'ensemble des
nombres rationnels graduels, afin de construire
un systéme d’opérations multiplicatives fermé
et de réaliser des divisions exactes. Ces
contextes permettent de traiter des requétes
flexibles complexes basées sur des calculs
entre quantités graduelles.

La définition des ensembles gradudg Z;

puis Qs et leurs opérations arithmétiques pose
naturellement le probleme de la comparaison
de ces nombres. L'objectif, dans le cadre de
l'interrogation flexible, est de comparer des
cardinalités d’ensembles flous afin de traiter,
notamment, des requétes comportant des

données usuelles. Nous nous intéressons plusquantificateurs absolus ou relatif§]. La

bY

particulierement a la prise en compte

simultanée de préférences et de quantités dansy définir

les requétes dont nous avons moft@ que

démarche que nous avons développée consiste
une relation dordre graduelle
générique[11l] basée sur linterprétation de



I'écart entre deux nombres graduels. Une tel point de vue, il se différencie de la définition
comparaison conduit a définir une valeur de habituelle d’'unnombre flouqui est interprété
vérité généralisée définie par un ensemble flou comme une valeur mal connue et modélisée
sur [0, 1]. Une telle valeur décrtxactement  par une distribution de  possibilité
dans quelle mesure une relation d’ordre est (correspondant a une collection disjonctive de
satisfaite. Par la suite, si besoin, celle-ci peut valeurs possibles)[1][4]. Nous appelons
étrerésuméeen un degré évalué grace a une entiers graduelses quantités fondées sur des

mesure fondée sur une ,mtegrallelz pondeéree. 4 rginalités floues et notom ensemble des
Nous avons montré qu'une telle mesure gpriers naturels graduels.

généralise la notion dimplication floue

résiduée. En effet, la relation d’ordre sur des L'a-coupe d'un entier graduek est un
entiers graduels, sous-jacente & une inclusion€nsemble dentiers formant une suite
dans le cadre des multi-ensembles flous, croissante {0, 1, ...,X;} qui peut étre

généralise, d'une part, une implication entre représentée par sa plus grande vatguPar la
degrés et, d’autre part, une relation d’ordre sur suite, on appelle coupe de nivead’un entier
les entiers. flou x, notéex,, le plus grand entier deal

Dans cet article nous étudions comment des cOUPe de I'ensemble flou d’entiers défini par

conditions flexibles telles queau moins deux L' 0-coupe d'un entier graduek est donc
employés jeunes sont bien papémivent étre  interprétée comme un entier positif.
composées. En section 2 et 3, nous rappelonsSur N;, les opérations d'addition et de
quelques notions sur les nombres graduels etmultiplication sont aisément caractérisées en
la caractérisation de relations d’ordre sur ces s’appuyant sur le principe d’extension étendue
nombres. Puis, en section 4, nous montrons [16]. Cependant, la différence peut ne pas étre
comment construire des opérations de définie. C'est pourquoi; a été étendu e,

g|SJonct|(?g_ ett de CO?JO?Ct'on p(;ur compot')ser 'ensemble des entiers relatifs graduels. Nous
€S predicats portant Sur -des nNOMbIes 5. 5ns montré que ce support permet une

tgraduelsa Ladsectlon N |II|ustre _Ie rl)rOpost %u généralisation ou la difféerence peut toujours
ravers de deux exemples simples et de gz, représentée.

I'analyse de la cardinalité floue FECoUht].
L’ensemble des entiers relatifs graduéjsest

défini comme 'ensemble quotieniN( x Ny) /
R des classes d’équivalence sh¥ & Ny) par
la relation d’équivalenc& définie par :

2 Quantités graduelles

La cardinalité floueH| d’'un ensemble flol
est définie par un ensemble flou d’entiers
caractérisé par :

O(a b) ONixN¢, (& b) R (@, b) ssi al
b =a Ohb,

Un entier relatif graduek s’identifie donc a
une classe d’équivalence, notég, ), ou x"

etx sont des entiers positifs graduels. Par abus
de langage, nous écrirons parfois « I'entier
relatif graduel X', X) ».

OnON, yg(n) =supfa / Ed=n}

Cette définition est aussi appelée FGCdant(
par ZadeH17]. Le degréa, associé a un entier
n de E|, évalue dans quelle meslgeontient
au moinsn éléments.

Il est important de noter que nous interprétons

une telle quantité comme "un tout" décrivant
compléetement, et exactement, la cardinalité
d’'un ensemble flou. Celle-ci est donc traitée
comme un ensemble floconjonctif d'entiers.

Un tel nombre est parfaitement connu et ne
recouvre aucune forme d’incertitude. De ce

Exemple 2.1 Soit deux entiers graduels
positifs :a = {1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4} b
= {1/0, 1/1, 0.3/2}. Le couplea b) = ({1/0,
1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4}, {1/0, 1/1, 0.3/2}) est



une instance de

définissant un entier relatif gradudk). ¢

Une entier relatif gradued = (x*, X)) peut donc
prendre plusieurs formes équivalentes.
Cependantx peut également se décrire de
fagon canonique en énumérant les valexiis (

- X ) pour toutes ses-coupes différentes. Ces

valeurs sont des entiers relatif5).(On obtient
ainsi une représentation, notégdéfinie par :

X=X a !l (Ko~ Xai)

ou les a; correspondent aux différentas
coupes de et ol lesX'4 - X ) appartiennent

az.

Exemple 2.2 La représentation canonique de
(@, b) (cf. exemple 2.1) est obtenue en
énumerant les valeurs de ses différerdes
coupe : (a, b)° = {1/0, 0.8/1, 0.5/2, 0.3/1,
0.2/2)°. ¢

la classe déquivalence d’enfreindre, quelque peu, la relation d’ordre.

L'objectif est alors d’autoriser, dans une
certaine mesure, des écarts légerement
négatifs pour certainea-coupes, la relation
d’'ordre tolérante ainsi construite est alors
mieux satisfaite que la relation d'ordre
graduelle gu’elle relaxe. Cette tolérance sur
I'évaluation des écartdelta, = a, - b, peut
s’exprimer au moyen d'un prédicat flou,
comme exemple I'ensemble flou "au moins 0
avec tolérance" (figure 3.1). Une telle relation
d'ordre graduelle et tolérante est notég.

1
Hr(delta;)

0.5

2 -1 0 1 2 3 ety

Figure 3.1 Prédicat au moins 0 avec tolérance

La satisfaction de la propriété =24v b se
définit en établissant un bilam-coupe pai-

Par la suite, un nombre graduel sera décrit de coupe de la satisfaction de l'écat - b,
maniére canonique en énumérant les valeurscompte-tenu d’'une relation de tolérance floue

de ses différentes-coupes.

Si x ety sont deux entiers relatifs graduels,
I'addition, x O y, et la multiplicationx [ v,
sont définies par les classes respectivas [(
Y, xOy)et(@0y)0x0y) xOy)0
(xay)).

On note que tout entier relatik’( X) a un
opposé X, x"). La différence de deux nombres
relatifs graduelx ety se définit donc comme
la somme de et de I'opposé dg.

3 Relations d'ordre

T. Cette satisfaction globale est un ensemble
flou Ssur [0, 1] tel queus(@) = T(ag - bg). S
exprime précisément dans quelle mesure le
prédicat a =47 b est satisfait. La figure 3.2 est
une représentation d’'une satisfaction globale
S

1 4s(@)

M(S)

0 Odldzdg o, 1 a

Figure 3.2Mesure d’une satisfaction globale

Dans cette section, on s'intéresse a la La question qui se pose est alors de

comparaison de deux entiers graduelst b

appartenant aZ:. Une relation d’ordre
graduelle iie. & valeur dans [0, 1]), notée>,
b, exprime que « plus un grand nombre-d’

« résumer » une satisfaction glob&ear un
degré entre O et 1, c’est-a-dire d’en trouver
une mesure traduisant la sémantique « plus il y
a un grand nombre d-coupes de niveau éleve

coupes de niveau élevé satisfont la propriété Satisfaisant de maniere €levi@y - bs), plus,

as - by 2 0, plus, globalementa >4 b est

globalement,a >¢gr b est satisfait ». Cette

satisfait ». Cette relation peut étre relaxée afin mesure deS est définie au moyen d'une

de permettre a certaines a-coupes

intégrale pondérée :



M (S) =[] s (@) pa™™ da]"’®

ou pa”! est une fonction croissante de
a permettant de renforcer 'importance aes
coupes é€levées. Elle est illustrée sur la figure
3.2 par la surface hachurée. Nous avons
montré queM ,(S) généralise la famille des

implications floues de Schweizer-Sklfk4],

0 d
0 a ]
Figure 3.4Négation du degré ‘a’ vue comme

une intégrale

La mesureM, de S. s’exprime alors au

mais une forme encore plus générale aurait pu moyen d'une intégrale par :

étre adoptée en utilisant une fonction de
pondération croissani a) [15] quelconque.

La notion d’entier graduel généralise a la fois
la notion d’entier et celle de degré, il est alors
possible d'interpréter l'implication floue
l—=a (dont la valeur esta) comme
I'évaluation d’'une relation d’ordre entre deux
nombres graduels.¢. {1/1}° < {1/0, a/1}°)
dont la satisfaction globale, notég, 8stun
ensemble flou sur [0, 1] tel ques,(a) = 1 si

a]0,a]; us,(a) = 0 sinon (cf. figure 3.3).
1 Sa

M(S)

0 a
0 al

Figure 3.3 Degré interprété comme une
mesure de satisfaction globale

On verifie que la mesuré/ , de I'ensemble
flou S, est bien égale @apuisque :

M, (S) =I[ s (@) pa®*da]'"=a.

La négation d'un degré peut également se
définir a I'aide d’'une implication floue par :
a=; 0. Ainsi la négation dea s’interprete

comme une mesuréM, de la satisfaction

globale S, représentée par 'ensemble flou sur
[0, 1] tel que:ug(a) =0 sia U]0, a;
Hg, (@) =1 sinon (cf. figure 3.4).

M ,(S2) =[], ks (a) pa™™ dal’® =[1-a’]""

On retrouve ici une définition usuelle de la
négation [5]. Celle-ci peut encore se
généraliser en ce placant dans le cadre des
nombres graduels. La négation de la mesure
d'une satisfaction globaleS de forme
guelconque s’évalue en mesurant
satisfaction globale d&. La figure 3.5 illustre
cette interprétation de la négation a l'aide
d’une intégrale.

la

Figure 3.5Généralisation de la négation

Cette mesure s’écrit :

M, (S) =[] (1- 4s(@)) pa®™* da]"’®.

4 Composition de prédicats
4.1 Disjonction

Considérons deux degr@set b, aveca = b.

Ces degrés peuvent étre respectivement
représentés par les satisfactions glob&est

S. La t-conorme standard max({) est alors
représentée par la satisfaction globgle] S,
dont la mesureM , esta. Une telle mesure

évalue le nombre d-coupes satisfaites dans

S ou danss,.
Les t-conormes strictement monotones
distinguent par exemple [J0.8, 0.6)



del[}0.8,0.2) en "favorisant" la premiére

proposition par rapport a la seconde, cette 1
derniere étant elle-méme plus grande que

max(0.8, 0.2). De méme, il est possible de

définir des mesures d& [0 S, basées sur une

notion d’intégrale et traduisant cette

 — a
sémantique générale des t-conormes. Pour 0 1
cela, il suffit de tenir compte positivement des Figure 4.2 Généralisation d’une t-conorme a
a satisfaits dan§, ou danss, auquel on ajoute I'aide d’'une intégrale

un "bonus" en tenant compte desatisfaits a
la fois dansS, et dansS,. On note M5 ces Ce comportement se traduit formellement par :

mesures deS, 0 . La figure 4.1 illustre M (S, 0 S,)=min(l,

graphiquement cette interprétation des t- . 1p
conormes en terme d'intégrales lorsque des U Us g (@) pa®™ da}
degrésa, b ou c sont représentés par des ° )
satisfactions globales, S etS. +[J'1 Us . (@) pa® da}
0
Sa
"""" i % En définissant la t-conormg(x, y) par min (1,
: 3 * +y")™), on en déduit :
= ML(S,0 §)=M,(S;n §)TM(S,08,).
Pl i ; Par ailleurs, en choisissant une intersection
0 b a 1 0 ¢ a 1 standard fs,ns(@) = min(us,(a), Us(a)) et
Figure 4.1 Interprétation de conormes a I'union standard Hs,r5,(D) =
laide d'integrales max(us,(a), ts,(@)) pour combiner deux

satisfactions globaleS,; et S, I'expression se
Ainsi dans le cas particulier de satisfactions réduit a :
lobales S, et S, représentant des degreés, la . ,
g Sa* = rep . . g M, (S, O S)=min(,
mesure Mp de la satisfaction S0 S P

s’exprime par : {.[:(,usa (@) +ug (@) p a™t da}”p).

* _ . P 1/
Mp (&L S) =min(l, @ + b)) Dans ce contexte, on obtient la propriété :
qui est I'expression générale d’'une conorme M’;(Sa 0§)=M,(S)0M,(S).

archimédienne en utilisant un générateur o re d " N i ion d
croissant de la forme (p=0)[5]. N montre de cetle maniere que sifa notion de

satisfaction globale peut é&tre interprétée
Une généralisation est obtenue en considérantcomme une généralisation de la notion de

des satisfactions globales quelconqués.(S: degré, il est également possible de combiner

0 S) se définit alors en tenant compte des des satisfactions globales au moyen de

satisfaits dan&, ou dansS, et desa satisfaits ~ 'union: § 0 S. Une mesureM,(S 0 S)

a la fois dan&, et dans;, (figure 4.2). généralise la plus petite conorme (max) et une
mesureMp (S 0 S) généralise une t-conorme.

4.2 Conjonction

Le raisonnement suivi pour interpréter une t-
norme a l'aide d’'une intégrale et généraliser



cette notion par rapport a des satisfactions sélection sur un critere comparant la
globales, est analogue a celui développé en cardinalité | des employés jeunes et bien
section 4.1 et pour des raisons de place nouspayés de chaque entreprise observée a I'entier
nous n’en mentionnons ici que le résultat 2. Soit, pour une entreprise donnée,

principal. 'ensemble des personngsunes et bien-
o . payéesdéfini par :E = {1/p1, 0.2p,, 0.4/,
La généralisation de la mesukk, deSin S, g 1p4 sa cardinalité floue est E] = {1/0,

lorsqueS; et S sont de,:s sqtis/factions globales 1/1,0.4/2, 0.2/3, 0.1/4}.

guelconques, est schématisée par la figure 4.3. o o

Elle évalue de fagon positive les parties Considérons le predicaP; = [F| 23 2 et le
communes d&, etS, et de facon négative les  prédicat P, = [E| <4 2.La méthode suivie pour
parties non couvertes paretS,. déterminer dans quelle mesugg$ 2, consiste

a évaluer la conjonction H||<q 2) O (|E| 24 2),
c'est-a-dire a calculer [Tlintersection des
satisfactions globales de chacun des sous-
criteres &, n S,) puis a appliquer une

mesureM; afin d’en extraire un degré.

La différence 4 = [E| — 2 est I'entier relatif

Figure 4.3Généralisation d’'une t-norme a  flou: {1/-1, 0.4/0, 0.2/1, 0.1/2} La
l'aide d'une intégrale satisfaction global&s, (caractérisantd, = 0,

Oa) est Il'ensemble flou tel que:
L'expression suivante traduit un tel Ha0]0,0.4], us,(a) = 1 etus,(a) = 0

comportement : sinon. La satisfaction globale S,
* _ caractérisand, < 0, 0a) est I'ensemble flou
Mo (S 0 &) =maxd ((Jl'f' i Da0]o )02 = 0 et
) ) Ve efini par ‘a 10, 0.2], (@) = 0 €

UO Hs s (@) pa® da} Usp,(@) = 1 sinon. L’ensemble flo®, n S,

)- est I'ensemble floud a 0 ]0.2, 0.4], s, n

N Py }
UO Hszs (@) patda sp,(@) = 1 etpsp, o s5p,(@) = 0 sinon. Comme

o ) tous lesa de S, O S, sont completement
5 Preédicats composés satisfaitspn en déduit que

Les opérations de conjonction et disjonction M (S, N S;)=M_(S; n S;)

étudiées précédemment permettent de =M (SYOM (S

composer des prédicats portant sur des (Se) o (Se,)
comparaisons entre quantités floues et gj p = 2, la mesurdMl,(Sp,) est égale & 0.4 et

_dellvrant de_s satisfactions globales. Nous My(S>,) est égale a (¢ 0_22)1/2, ce qui conduit
illustrons ceci au travers de trois exemples. Le ™ "2

premier traite de [I'égalité de nombres .

graduels, le second concerne la construction M ,(S; 1 Sp) =M (S;) O M (S;)

d’'une égalité approchée_, Ie_t(oisiéme propose =[(042 + ((1- 022)¥2)? —1]V2 = 034,

une analyse de la cardinalité floue FECount

[17] dont I'interprétation pose question.

Le degré 0.34 représente dans quelle mesure
'entreprise observéa exactement 2 employés
jeunes et bien payés

« Egalité

On cherche legntreprises ayant 2 employés
jeunes et bien payé<ette requéte est une



On note que contrairement au traitement de la fonction FECounf) = FGCountE) n
composition de conditions comportant des FLCountE) [17].
nombres flous "usuels" représentant des
données mal connues (modélisées par des
distributions de possibilité), il n'est pas ici
nécessaire de faire d’hypotheses particuliéres
sur I'indépendance des critéres. Ainsi, dans cet
exemple, I'entier gradueE] est traité dans sa FGCountP) = {1/0, 1/1, 0.5/2, 0.5/3} ;
globalité et indépendamment daRs et dans ¢ countp) = {0/0, 0.5/1, 0.5/2, 1/3, 1/4, ...} ;
P,. Par contre, s avait été une donnée mal
connue, le choix d’'une valeur possible & | FECountP)={0.5/1, 0.5/2, 0.5/3}.
dans I'évaluation du predic& aurait impos€ | e degré d'appartenance d'un entier n dans
le choix de la méme valeur possible dans le FEcountp) devrait décrire dans quelle
traitement deP,. mesure I'ensemblé® contient exactementn
. Egalité approchée : personnes. Cependant, dans ce cas particulier,
la difficulté provient du degré associé a 2 dans
On sintéresse maintenant awmntreprises ~ FECoUntP) qui vaut 0.5, alors que, comme
ayant environ 2 employés jeunest bien  cela est souligné daiig], aucunea-coupe de
payés Le prédicat §| environ 2" se définit P ne comporte 2 éléments. En consequence
comme la conjonction B| <gr 2) O ([E| 247 2) aucune interprétation plus ou moins r‘elachee
basés sur une relation dordre graduelle du concept “blond” ne conduit a une
tolérante X 2gr y qui est complétement Cardinalité de 2 poup.
satisfaite six, —y, = 0 et, satisfaite au degré En considérant|] = FGCountP) comme un
0.5, si X, — Y+ = -1. Les satisfactions globales entier graduel, déterminons au moyen de notre
de chacun de ces prédicats sont graphiquementméthode dans quelle mesure| |5 2. La
représentées par la figure 5.1. satisfaction globale deP||2g 2 est 'ensemble
flou S sur [0, 1] tel que i, (a) = 1 sia O ]0,
0.5], us,(a) = 0 sinon. La satisfaction globale
de P| <42 est/l'ensemble flo% tel que:
Us,(a) = 1 sia 0]0.5, 1], us,(a) = 0 sinon.
Nous en déduisons qu&, n S =0 et donc
que, quelle que soit la mesuvl utilisée pour
D e a réesumer cette satisfaction globalé,(P) = O.

. ) ) Nous en concluons que la valeur de vérité de
Figure 5.1Satisfaction globale de (|Er2) la proposition®| =, 2 gst nulle.
etde (|E[%t2) v

Pour ce faire, examinons les cardinalités
floues de I'ensembl® des personnes blondes
défini par {1/John, 0.5/Mike, 0.5/Peter}. Nous
obtenons :

Cette interprétation est correcte mais n’est pas
On en déduit dans quelle mesure environ 2 cohérente avec la valeur de verité 0.5 associee

employés sont jeunes et bien payés. Ppur a I'élément 2 dans FECouRY); Analysons le
2, on obtient : principe de construction de cette fonction pour

. comprendre le probléme posé.

Mo(Sep, 2 N Seg,,2) =074, T , .

g g out d’abord, constatons que les degres 1, 1,
0.5 et 0.5 du FGCoum) correspondent a
ceux obtenus en évaluant respectivement
Mi(|P| 29 0), Ma(|P| 24 1), My(IP| 24 2) et
Ms(|P| =4 3). De méme, les degrés 0, 0.5, 0.5,
1, 1 ... du FLCoun®) sont ceux obtenus en

» A propos de la cardinalité FECount :

Montrons lintérét de notre démarche en
analysant linterprétation d'une cardinalité
floue d’un ensemble flo& caractérisée par la
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